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摘  要：提出了一种分段循环冗余校验（CRC）辅助的删余译码算法。该方法利用 BP 译码的大并行度和 CRC

校验的高可靠性，将 CRC 校验比特均匀或按比例分散插入原信息比特中。仿真表明：当码长 N 为 1 024、信

噪比为 3.5 dB 时，分段 CRC（2, 16×2）和 CRC（2, 24+8）相比基于 G 矩阵检测译码平均迭代次数分别少

2.7 次和 2.8 次；当码长 M 为 896 时，误码率为 10−5 的两种分段 CRC 相比无 CRC 辅助 BP 删余译码，均获得

约 0.7 dB 增益。 
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Abstract: A segmented cyclic redundancy check (CRC) assisted decoding algorithm was proposed. This method 

makes use of the high parallelism of BP decoding and the high reliability of CRC verification, and uniformly or 

proportionally disperses CRC verification bits into the original information bits. Simulation results show that when 
the code length N is 1 024 and the SNR is 3.5 dB, the average iterations of segmented CRC（2, 16×2）and CRC (2, 

24+8) are 2.7 and 2.8 times less than those of G matrix based decoding. When the code length M is 896, the two 

segmented methods with a bit error rate of 10-5 obtained about 0.7 dB gain compared with the non-CRC assisted BP 

puncturing decoding. 
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1  引言 

信道编码能使信息在有噪声干扰的信道中可

靠传输。2009 年，Arikan 首次提出了极化（Polar） 

码，被证明是能无限接近香农极限容量的一种信

道编码[1]。但随着码长增加，其编译码复杂度以

对数增长。因该码可被视为 RM（reed-muller）码

的一般化，故可用置信度传播（belief propagation，

BP）译码[2]。根据其译码结构，该码的 BP 译码器

结构与快速傅里叶变换（fast Fourier transform，

FFT）相似，且由此得到类 FFT 的简易译码结构[3]。

根据其译码结构，又出现了一种基于校验节点更

新的 Polar 码 BP 译码方法[4]。该改进后译码能达

到较好性能，但译码复杂度仍较高。BP 译码虽具

有高并行处理优势，但其性能取决于迭代数量等

因素。提前终止迭代可减少复杂度及时延，因此，

出现了基于 G 矩阵检测译码的提前终止方案。该

方案均取得了较好的改进效果，但生成矩阵的存

储随码长增加会受到限制，码长较长时会降低其

译码效率[5]。 

目前，循环冗余校验（ cyclic redundancy 

check，CRC）码是应用广泛的错误检测技术，且

已用于第三代合作伙伴计划（3GPP）标准的错误

检测 [6]。在低密度奇偶校验（ low-density pari-

ty-check，LDPC）码中，可用 CRC 加快迭代译码

速度[7]。根据汉明码距可选择相应 CRC 校验码，

且不同长度 CRC 校验码具有不同检测性能，参考

文献[8]设计了几种不同 CRC 校验码，并阐述了

CRC 长度对 Polar 译码性能的影响。CRC 检测在

用于连续删余译码列表算法时，表长为Ｌ的列表

译码每层最多允许保留 L 条路径，且每条路径都

逐次消除译码。当译码完成后，从表中选择能通

过 CRC 校验的最佳路径作为输出，此方法可获得

性能较好的译码路径[9]。此外，当 Polar 码和CRC 码

级联时，且将 Polar 码作为外码，CRC 校验码为

内码，通过译码树展开译码可加快译码速度，减

少时延[10]。删余码是一种构造码率兼容码字的方

法[11]。Polar 码长通常为 2 的幂次，限制了其应用

于各类场景，故出现了删余 Polar 码来改进。Polar

码根据删减图样删余后，可得任意码长 Polar 码，且

经删余后其仍服从原编译码方式[12]。删余图样选

择方法有多种，如遵从删余图样与冻结位相对应

的原则使用位反转置换算法选择删余位[13]，或根据

生成矩阵和行重选择删余位，从而得到新的删减

图样实现删余[14]等。但根据定义的删减图样删

余，会使部分可靠性较高信道被误删。因此，

针对删减图样可靠信道利用率不高的问题还需

进一步改进。 

本文针对现有删余 Polar 译码算法信道利用

率不足及能耗较高的问题，提出了一种删余 Polar 码

的 BP 译码算法。该算法以 BP 译码算法为基础，

根据信道可靠性确定删减图样，并采用分段 CRC

校验提前终止迭代，在保持性能无较大损失的前

提下，减少了时延和能耗。 

2  Polar 码的 BP 译码原理 

Polar 码 BP 译码本质上是一种因子图迭代译

码算法。该码采用(N, K)表示形式。其中，N 为码

长，K 为信息比特数目。图 1 中给出了典型 Polar

码(8,4)的因子图。由该因子图得：每层均包含

N/2 个处理单元。每个处理单元包含 K 个节点。

且可用(m, n)表示图中每个节点，m 表示当前节点

所处层数，n 表示当前节点在该层中的索引。 

 
图 1  典型的 Polar 码(8, 4)因子图 
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图 2 为 Polar 迭代译码的信息传递过程示意

图。其中，每个节点(m, n)均传递两种信息，分别

为从左向右传递信息 ,m nR 和从右向左传递信息

,m nQ 。为防止数据溢出，都采用了传递信息均为

对数似然比（likelihood rate，LLR）信息[15]。 

 
图 2  Polar 迭代译码的信息传递过程示意图 

在迭代中，传递的信息均为对数似然比形式，

迭代计算式为： 
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其中，1 1 / 2m j n N≤ ≤ ，≤ ≤ ，且有： 

 1 2 1 2( , ) 2arctanh(tanh( / 2) tanh( / 2)g x x x x=  （2） 

初始信息 1,n (1 )R n N≤ ≤ 定义为： 

 ,

0,
,m n C

n A
R

n A
∈⎧

= ⎨
∞ ∈⎩

 （3） 

来自信道的信息 1, (1 )m nQ n N+ ≤ ≤ 为： 

 1, ln( ( 0) / ( 1))m n n n n nQ P y x P y x+ = = =  （4） 

3  分段CRC辅助Polar码的删余译码算法 

3.1  CRC 辅助的 Polar 码译码 

Polar 码通过信道极化原理，可将信道分为高

可靠性和低可靠性信道。信道极化使得 Polar 码具

有不等错误保护特性。高可靠性信道传输的码字

误比特率更低，而 Polar 码的自身特性使得其只能

完成码长为 2 的幂次的码字构造，无法获得任意

码长的码字。因此，需要用码率自适应的码字时，

常通过删余机制获得码率兼容的 Polar 码。 

图 3 为典型的 CRC 辅助 Polar 码仿真结构。

编码前，未经删余的 Polar 码先根据 CRC 循环冗

余校验对原始信息序列校验和计算。在得到校验

比特后，由 CRC 序列与原始信息序列组成输入信

息序列。经信道编译码后，得到新比特序列。正

确序列能通过 CRC 校验。如校验值为零，则判定

信道译码得到的比特序列正确。否则，认为接收

的比特序列包含错误。 

 
图 3  典型 CRC 辅助的 Polar 码仿真结构 

3.2  基于可靠性的删余 Polar 码 

不同的删余方法对应不同的删余位置。删余

码字的长度及信道好坏也影响着删余后码字性

能。针对 Polar 码，Eslami 等[16]比较了随机删余

法和截止树删余法。随机删余在码字中随机选择

删余位置，截止树删余法通过计算每个码字比特

在截止树中出现次数，将其较少的码字删余。根

据译码可靠性的删余法，选择删余信道可靠性较

低的码字，提高可靠信道的利用率。 

在加性高斯白噪声（additive white Gaussian 

noise，AWGN）信道中，采用高斯近似可估计

Polar 码编码信道的可靠性，即估计各个极化信道

的错误概率[17]。N 个独立的并行信道 W 信道极化

后，得到极化信道 ( )i
NW ，其中 1,2, ,i N= ⋅ ⋅ ⋅ 。在加

性高斯信道中，信道输出服从高斯分布 N(μ, σ2)且

输入符号先验等概。其中，μ是均值，σ2 是方差。

对于方差为 σ2 的加性高斯信道 W，源比特序列在

二进制相移键控（binary phase sift keying，BPSK）

调制下，其概率密度函数为： 

2019007-3 
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−

=  （5） 

接收符号的对数似然比定义为： 

 2

( 0) 2( ) ln
( 1)

p y yL y
p y σ

= =  （6） 

对于高斯近似而言，每个子信道的 LLR 值都

服从方差为均值 2 倍的高斯分布，即： 

 ( ) ( ) ( )~ ( ,2 )i i i
N N NL N m m  （7） 

则可靠性度量值可由式（9）~式（11）计算得到： 

 ( )2(2 1) 1 ( )
2 1 1 ( )i i

N Nm mϕ ϕ− − ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦  （8） 

 (2 ) ( )
2 2i i

N Nm m=  （9） 

21 ( )( ) 1 tanh( 2)exp d
44π

xx
xx

τϕ τ τ
∞

−∞

⎡ ⎤− −
= − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ （10） 

其中，初始化值为
2(1)

1 2m σ= 。 

当得到 ( )i
Nm 后，信道的错误概率 ( )( )i

e NP W 为： 

 
( ) 20( )

( )( )

( )1( ) exp d
42 π

i
i N

e N ii
NN

x m
P W x

mm−∞

⎛ ⎞− −
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  （11） 

在求得错误概率后，由1 eP− 可得信道可靠

度。之后，选择信道可靠度高的信道，用于传输

信息比特。 

设定 Polar 码原码长为 2nN = ，N 称为母码。

设需删余码字长度为 'k ，则 'M N k= − ， M 为删

余后码字长度。Polar 码的极化性质，使其具有不

等错误保护性质。根据此特性可得基于信道可靠

性的动态删余法，且详细步骤如下。 
（1）在设定码长时，求得每个信道错误概率，

并根据错误概率计算每个信道的可靠性，且对信

道按可靠性大小排序。 

（2）按信道可靠性从低到高顺序，选取前 'k 个

可靠性值较低位置作为冻结位。其余设为信息位。 

（3）将 'k 个信息位设为删减图样 P ，构造

Polar 码码字后，按照删减图样 P 删余码字。 

（4）不传输被删余的码字，仅传输删余后码字。 

（5）在接收端补充被删余位置，并将其 LLR 值

赋值为 1。最终，经译码后得到译码码字。 

译码中所需能耗用能量/比特（energy per bit, 
EPB）表示，对于功率为 wp 、时钟频率为 fC 的系

统，能耗计算式如下： 

 EPB= w

f

p d
C N

×
×

 （12） 

其中，d 为译码时延，N 为码字长度。 

3.3  基于分段 CRC 辅助的删余译码算法 

分段 CRC 校验与一般 CRC 检验的不同之处

在于分段CRC校验在信息序列中分散地插入相对

较短校验码，以此代替一般 CRC 检验在信息序列

末尾插入的长校验码。 

图 4 为分段 CRC 辅助的删余 Polar 码仿真

结构。编码前，Polar 码先根据分段 CRC 循环

冗余校验对原始信息序列校验和计算。按照基

于信道可靠性的动态删余法经信道编译码后，

得到新比特序列。正确序列能通过分段 CRC 校

验。如校验值为零，则判定信道译码得到的比

特序列正确。否则，认为接收的比特序列包含

错误。 

 
图 4  分段 CRC 辅助的删余 Polar 码仿真结构 

对于母码长度为 N 、信息长度为 K 的码字，

采用分段 CRC 校验。设定使用的 CRC 长度为 L 比

特，把信息平均分为m 段，即每段信息的结构为

( ) /K L m− 比特的原始信息加上 /L m 比特的 CRC

校验信息。分段 CRC 还可采用非平均分段的方式

来校验，选取合适的不同长度 CRC 对非平均分段

的码字译码校验。平均分段的 CRC 构造和非平均

分段的 CRC 构造分别如图 5、图 6 所示。 
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图 5  平均分段的 CRC 构造 

 
图 6  非平均分段的 CRC 构造 

常用的 CRC 码生成多项式有以下几种： 
 8 5 4CRC 8 1x x x− = + + + ； 

 16 15 5CRC CCITT 1x x x− = + + + ； 

 24 23 18 17 14 11CRC 24 x x x x x x− = + + + + +  
10 7 6 5 4 3 1x x x x x x x+ + + + + + + + ； 

 32 26 23 22 16 12CRC 32 x x x x x x− = + + + + +  
11 10 8 7 5 4 2 1x x x x x x x x+ + + + + + + + + 。 

当 CRC 校验为 32 位时，平均分成两段校验

可采用 16 位分段校验，平均分成四段校验则可采

用 8 位分段校验；当非均匀分段时，两段校验可

采用 24 位和 8 位校验，三段则可采用 16 位和 8 位

校验。分别用 CRC(a, b×c)和 CRC(a, b+c)代表均

匀分段和非均匀分段。其中，a 代表分成几段，b

和 c 表示采用的 CRC 码位数。 

4  仿真结果及分析     

以下对所提算法仿真和分析，已验证其有效

性。其中，编码采用所提的 Polar 码 BP 删余译码

方案，系统采用 BPSK 调制，不同分段 CRC 辅助

校验译码的传输信道均为 AWGN 信道，母码码率

R=0.5，系统仿真次数10 000 次，每次编码帧1 000 次。

表 1 为在不同分段 CRC 辅助下，仿真码字长度

N=256 与删余码率为 0.6，仿真码字长度 M=214 的

码字，分别译码迭代 60 次和迭代 40 次的平均迭

代次数对比。 

表 2 为仿真码字长度 N=1 024 时，分段 CRC

与基于生成矩阵的 G 矩阵平均迭代次数对比。当 

表 1 N=256，不同分段 CRC 的平均迭代次数对比 

 
迭代 60 次 迭代 40 次 

1 dB 2.5 dB 4 dB 1 dB 2.5 dB 4 dB

N=256，CRC(1, 32×1) 29.8 17.9 13.6 25.2 17.6 13.5

N=256，CRC(2, 16×2) 27.6 17.6 13.5 24.7 17.5 13.4

N=256，CRC(2, 24+8) 28.2 17.6 13.5 24.9 17.5 13.4

M=214，CRC(1, 32×1) 32.1 22.5 15.6 26.6 21.9 15.5

M=214，CRC(2, 16×2) 29.6 20.6 15.5 24.6 20.9 15.4

M=214，CRC(2, 24+8) 30.2 20.4 15.5 25.2 20.8 15.5
 
码长 N=1 024，删余码率为 0.6 时，删余后码字长

度为M=854。由表 2 得，在最大迭代次数均为 40 次

的条件下，删余 Polar 码的迭代次数高于未删余

Polar 码，但无论删余与否，基于生成矩阵的 G 矩

阵方法平均迭代次数均高于分段CRC的平均迭代

次数。G 矩阵是目前相对性能较好的提前终止迭

代的方法之一，分段 CRC 方法获得比 G 矩阵更少

的迭代次数。其代价是在性能上有一定程度的损

失，如图 7 所示。 

表 2 N=1 024，分段 CRC 与基于生成矩阵的 

G 矩阵
[18]

平均迭代次数对比 

 
N=1 024 M=854 

1.5 dB 2.5 dB 3.5 dB 1.5 dB 2.5 dB 3.5 dB

G 矩阵 39.5 30.5 23.5 39.8 37.4 30.2

CRC(2, 16×2) 35.9 26.8 20.8 38.1 33.5 27.4

CRC(2, 24+8) 38 26.5 20.7 39.6 33.5 27.5

 

 
图 7  N=1 024 时，不同分段 CRC 辅助的 Polar 码误比特率 
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图 7 为仿真码字长度 N=1 024、迭代 40 次时，

不同分段 CRC 辅助的 Polar 码误比特率对比。当

信噪比小于 2.5 时，分段 CRC 的误码率均小于 G

矩阵方法。当信噪比大于 2.5 时，则分段 CRC 的

误码率略高于 G 矩阵。比较 G 矩阵与不同分段

CRC 的平均迭代次数可知，当误码率为 10−3 时，

CRC（2, 16×2）与 CRC（2, 24+8）相比 G 矩阵减

少的增益分别为 0.04 dB 和 0.08 dB。因码长较长

时，G 矩阵方法生成的矩阵过大会导致存储受限，

所以译码效率较低。分段 CRC 将 CRC 分散地插

入信息比特中，当译出一部分比特信息时即可开

始校验，一旦检测到误码即终止，而 G 矩阵并不

能分段终止，且 3 种 CRC 辅助译码方式都有较好

的提前终止性能，所以相对G矩阵方法，分段CRC

更为适用。 

仿真码字长度 N=256、迭代 40 次时，分段

CRC 辅助删余 Polar 码性能对比曲线如图 8 所示。

当码长为 N=256，删余码率为 0.6 时，由图 8 可以

得出，信噪比小于 4 时、CRC（1, 32×1）的性能

略好于 CRC（2,16×2），CRC（2,24+8）的性能则

更优。当信噪比大于 4，误码率为 10-4 时，CRC

（2,16×2）相比 CRC（1, 32×1）有 0.2 dB 的性能

增益，相比原始 BP 译码算法有 0.4 dB 的性能增

益，CRC（2,24+8）相比 CRC（1, 32×1）有 0.1 dB

的性能增益，相比原始 BP 译码算法有 0.3 dB 的

性能增益，两种分段方式性能都随着信噪比的增

加而增大。当采用 CRC 校验时，将信息序列分段

校验可提高性能，且由 Polar 码 BP 译码过程可知，

加入分段 CRC 没有改变需要运算的节点数量。在

高信噪比区域，不可检测错误较多，原始 BP 译码

误码率较高，CRC 则可降低其比重，降低误码率。 

仿真码字长度 N=1 024 时，不同分段 CRC 辅

助的删余 Polar 码误比特率曲线如图 9 所示。当码

长 N=1 024、删余码率为 0.6、删余后码字为 854

时，由图 9 可得，当信噪比小于 4 时，分段 CRC

（2,16×2）的性能略低于 CRC（2,24+8）。而当信

噪比大于 4 时，分段 CRC（2,16×2）的性能则略

高于 CRC（2,24+8）。分段 CRC 译码在不同信噪

比下减少的迭代次数不同，提前终止迭代性能相

对更好的分段CRC会因提前终止部分帧而使得部

分译码性能损失。因此，可根据实际信噪比需求

选择合适的分段方法。一般基于可靠性删余但无

CRC辅助的BP译码[19]性能比两种分段CRC的性

能差，当误码率为 10-5 时，分段 CRC 相比无 CRC

辅助的 BP 译码获得约 0.8 dB 的增益。CRC 具有

单比特纠错特性和高可靠性，分段 CRC 码将此性

质合理高效利用，因此，基于可靠性删余的分段

CRC辅助译码相较一般基于可靠性删余但无CRC

辅助的 BP 译码能获得更好性能，故分段 CRC 辅

助更适用于删余译码。 

 
图 8  N=256 时，不同分段 CRC 辅助删余 Polar 码性能对比 

 
图 9  N=1 024 时，不同分段 CRC 辅助的删余 Polar 码误比特率 
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删余后码字长度 M=896 时，不同分段 CRC

辅助的删余 Polar 码误比特率曲线如图 10 所示。

由图 10 可得，基于生成矩阵列重选择删余位的

G-CRC(2,24+8)和G-CRC(2,16×2)译码性能优于基

于生成矩阵列重选择删余位但无 CRC 辅助[12]的

译码性能，但比分段 CRC 辅助的译码性能差。当

误码率为 10-5 时，两种分段 CRC 相比无 CRC 辅

助的 BP 译码均获得约 0.7 dB 的增益，相比基于

生成矩阵列重选择删余位的BP译码均获得约0.5 dB

的增益。根据列重选择删余位会误删部分可靠性

较高的信道，而分段 CRC 基于信道可靠性动态删

余可降低删余位置对译码正确性的影响。因此，

分段CRC辅助基于可靠性动态删余的方法适用于

删余译码可获得较好性能。 

 
图 10  M=896 时，不同分段 CRC 辅助的删余 Polar 码误比特率 

表 3 对比了不同译码算法的复杂度。由表 3
得，BP 译码为 ( log )O N N ，BP 译码与 CRC 结合

的复杂度为 2( log )O N N ，不论是分段还是不分

段，其复杂度均略高于 BP 译码。但因 CRC 辅助

译码具有提前终止迭代的作用，故分段 CRC 辅助

的 Polar 码 BP 译码通过减少迭代次数降低了时

延。系统能耗可用式（12）评估，由式（12）得

系统能耗与译码时延和码长有关，当码长一定时，

可通过减少迭代次数降低时延的同时减少能耗。

因此，分段 CRC 辅助删余译码从快速低能耗的存

储应用出发具有一定可行度。 

表 3  不同译码算法复杂度对比 

译码算法 复杂度 迭代次数 

BP ( log )O N N  60 次 

CRC-BP 2( log )O N N  40 次 

分段 CRC-BP 2( log )O N N  40 次 

5  结束语 

本文提出了分段 CRC 的 Polar 码译码改进算

法。原 BP 译码需达到固定迭代次数才能完成译

码，改进后译码算法可提前终止迭代，而较少的

迭代次数使得时延减少。而且，采用可靠性删余

的 Polar 码利用信道极化性质，较好地提高了可靠

信道利用率。此外，分段译码减少了 CRC 校验所

需时间，且在高信噪比时获得了较多性能增益。

因此，改进的分段 CRC 辅助 Polar 译码算法有效

提高了译码性能，通过减少迭代次数降低了译码

复杂度，可获得较好的工程实践价值。 
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